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3. Quadratische Funktionen und Gleichungen
3.1. Die Binomischen Formeln

[image: image1.wmf]2


Plus – Formel:                             (a + b) 
[image: image127.wmf]= a
[image: image2.wmf]2

+ 2ab + b
[image: image3.wmf]2


Minus – Formel:                          (a – b)
[image: image4.wmf]2

 = a
[image: image5.wmf]2

– 2ab + b
[image: image6.wmf]2


Plus – Minus – Formel:               (a + b) · (a – b) = a
[image: image7.wmf]2

– b
[image: image8.wmf]2


3.2. Die Normalparabel

Die einfachste quadratische Funktion führt auf die Normalparabel:

[image: image112.wmf]+

0

f:  f(x) = x
[image: image9.wmf]2

     , Df = [image: image113.wmf]f

          ( Definitionsmenge: Menge aller zulässigen x – Werte) 
                      , Wf =            (Wertemenge: Menge aller Funktionswerte ( y – Werte) )

[image: image114.wmf]g

Eigenschaften von  Gf :
· achsensymmetrisch zur y – Achse 

· besitzt einen Extrempunkt, nämlich 

      den Scheitelpunkt S(0│0)

· hat eine Nullstelle bei N(0│0)
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[image: image115.wmf]f

Die verschobene Normalparabel

(1) Verschiebung parallel zur y – Achse,

d. h., dass der Scheitel nach oben 

oder nach unten verschoben wird.

→ Dadurch verändert sich die Wertemenge

(I)   f(x) = x
[image: image10.wmf]2

        ;  D
[image: image11.wmf]f

=  R,   W
[image: image12.wmf]f

= R
[image: image13.wmf]+

0


 (II)  g(x) = x
[image: image14.wmf]2

+ 2 ;    D
[image: image15.wmf]g

 = R,   W
[image: image16.wmf]g

= 
[image: image17.wmf][
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[image: image116.wmf]h


Verschiebe nach oben (um 2 LE)

 (III) h(x) = x[image: image117.wmf]f


[image: image18.wmf]2

- 2  ;    D
[image: image19.wmf]h

 = R,   W
[image: image20.wmf]h

= 
[image: image21.wmf][
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Verschiebe nach unten (um 2 LE)

[image: image118.wmf]
(2) Verschiebung parallel zur x – Achse,

d. h., dass der Scheitel entweder nach

links oder nach rechts wandert.

→ Die Wertemenge bleibt aber gleich

(I)   f(x) = x
[image: image22.wmf]2

          ;  D
[image: image23.wmf]f

=  R,   W
[image: image24.wmf]f

= R
[image: image25.wmf]+

0


(II)  g(x) =[image: image119.wmf]+

0

 (x + 2)
[image: image26.wmf]2

;  D
[image: image27.wmf]g

 =  R,   W
[image: image28.wmf]g

= R
[image: image29.wmf]+

0


    Verschiebe nach links (um 2 LE)
(III) h(x) = (x – 2 )
[image: image30.wmf]2

; D
[image: image31.wmf]h

 =  R,   W
[image: image32.wmf]h

= R
[image: image33.wmf]+

0


[image: image120.wmf]+

0


         Verschiebe nach rechts (um 2 LE)
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[image: image121.wmf]f

Streckung der Normalparabel

y = 
[image: image34.wmf]a

  · x
[image: image35.wmf]2


(1) Für 
[image: image36.wmf]a

 > 1 ist sie

enger als die Normalparabel 

(2) Für -1 < a < 1 ist sie

weiter als die Normalparabel

y
[image: image37.wmf]1

 =  x
[image: image38.wmf]2


y
[image: image39.wmf]2

=  0,5 · x
[image: image40.wmf]2


y
[image: image41.wmf]3

 =  2 · x
[image: image42.wmf]2


3.3. Die allgemeine quadratische Funktion

Mit der Scheitelform kann man ganz einfach den Scheitel des Funktionsgraphen ablesen: f(x) = a · (x – d)
[image: image43.wmf]2

 + e →  S(d│e)
Aber auch wenn die Funktion in der Form f(x) = x
[image: image44.wmf]2

 + bx +c gegeben ist, lässt sich der Scheitel mit Hilfe der quadratischen Ergänzung bestimmen:

Allgemein:

f(x) = x
[image: image45.wmf]2

 + bx +c = x
[image: image46.wmf]2

+ 2 · 
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 · x + 
[image: image48.wmf]2
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Beispiel: 

g(x) = x
[image: image53.wmf]2

- 6x + 10 = x
[image: image54.wmf]2

- 2 · 3x + 3
[image: image55.wmf]2

 - 3
[image: image56.wmf]2

+10 = x
[image: image57.wmf]2

- 2 · 3x + 9 – 9 +10 =
[image: image123.wmf]+

0


                                                           Binomische Formel:  ( x – 3)
[image: image58.wmf]2


= ( x – 3)
[image: image59.wmf]2

+1; → S(3│1)
Der Scheitel liegt zugleich in der Mitte der Nullstellen, d. h., dass der x – Wert des Scheitels das Mittel aus der Summe der beiden x – Werte der Nullstellen ist:

x
[image: image60.wmf]s

 = 
[image: image61.wmf]2
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Mit der Nullstellenform kann man sofort die Nullstellen der Funktion erkennen:

Sind x
[image: image62.wmf]1

 und x
[image: image63.wmf]2

die Nullstellen des quadratischen Terms ax
[image: image64.wmf]2

 + bx + c so gilt:

ax
[image: image65.wmf]2

 + bx + c = a · ( x - x
[image: image66.wmf]1

 ) · ( x - x
[image: image67.wmf]2

 )

Der Graph jeder quadratischen Funktion ist eine Parabel, deren Symmetrieachse durch den Parabelscheitel verläuft und entweder die y – Achse oder eine Parallele zur y – Achse ist. 

Allgemein: 

	a < -1
	nach unten geöffnet
	und enger als die Normalparabel.

	a =  - 1
	nach unten geöffnet
	und kongruent zur Normalparabel.

	-1 < a < 0
	nach unten geöffnet
	und weiter als die Normalparabel.

	0 < a < 1
	nach oben geöffnet
	und weiter als die Normalparabel.

	a = 1
	nach oben geöffnet
	und kongruent zur Normalparabel.

	a > 1
	nach oben geöffnet
	und enger als die Normalparabel.

	Für
	Ist die Parabel P mit der  Gleichung y = ax
[image: image68.wmf]2

 + bx +c


3.4. Quadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form f(x) = ax
[image: image69.wmf]2

 + bx +c = 0 mit a 
[image: image70.wmf]¹

 0 nennt man quadratische Gleichung.

f(x) =  ax
[image: image71.wmf]2

    +         bx       +         c   = 0
[image: image124.wmf]g

[image: image125.wmf]f

[image: image126.wmf]h


                                      quadratisches    lineares        konstantes

                                             Glied             Glied              Glied 
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Verschiedene Lösungswege

(I) Rechnerisches Lösen

a)  

Beispiel:                                    x
[image: image72.wmf]2

 + x – 2 = 0

                                 ( x + 0,5 )
[image: image73.wmf]2

- 2,25 = 0 │+ 2,25 

                                          ( x + 0,5 )
[image: image74.wmf]2

 = 
[image: image75.wmf]4

9

     
[image: image76.wmf]
                                                
[image: image77.wmf]5
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 = 
[image: image78.wmf]2
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                 x + 0,5 = - 
[image: image79.wmf]2

3

                          oder                            x + 0,5 = 
[image: image80.wmf]2

3

 

                 x
[image: image81.wmf]1

  =  1                                   oder                            x
[image: image82.wmf]2

  = - 2 

L = 
[image: image83.wmf]{
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 b) Lösungsformel


x
[image: image84.wmf]2

,

1

= 
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Der Term 
[image: image86.wmf]2

b

 - 4
[image: image87.wmf]a

 c heißt Diskriminante D der quadratischen Gleichung.

Die quadratische Gleichung besitzt 

· 2 Lösungen, wenn D > 0 ist.

· genau eine Lösung, wenn D = 0 ist.

· keine Lösung, wenn D < 0 ist.
(II) Graphisches Lösen

a)

x
[image: image88.wmf]2

 + x – 2 = 0; G = R

Nehme den Term als Funktionsterm einer 

quadratischen Funktion: f: y = x
[image: image89.wmf]2

 + x – 2 ; 

x 
[image: image90.wmf]Î

 R

Bringe den Funktionsterm auf Scheitelform:

y = ( x + 0,5 )
[image: image91.wmf]2

- 2,25  → S( -0,5 │ - 2,25 )
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Nun zeichne den Graph:

Die x – Koordinaten der Nullstellen des Graphen (Schnittpunkte mit der x – Achse) sind die Zahlen der Lösungsmenge: L = 
[image: image92.wmf]{

}
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b) 

x
[image: image93.wmf]2

 + x – 2 = 0; G = R

Schreibe die Gleichung neu und zwar so, dass auf einer Seite der Term x
[image: image94.wmf]2

 stehen bleibt:

x
[image: image95.wmf]2

 = -x + 2;         G = R


Normalparabel                 Lineare Funktion: Gerade


Wenn man diese Funktionen in 

ein KOSY überträgt, ergeben 

sich 2 Schnittpunkte:

Die x – Koordinaten der Schnittpunkte

der Normalparabel mit der Gerade sind

die Zahlen der Lösungsmenge.

3.5. Lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen

Bei der Lösung eines Gleichungssystems mit 3 Unbekannten geht man schrittweise vor:

1. Schritt:

Man eliminiert zunächst aus 2 Gleichungspaaren eine der 3 Variablen.

2. Schritt:

Dann löst man das entstehende Gleichungssystem mit 2 Unbekannten.

3. Schritt:

Mit Hilfe der eben gefundenen Lösung bestimmt man den Wert der dritten Unbekannten und gibt die Lösungsmenge an.

Dazu verwendet man wie üblich die verschiedenen Verfahren:

· Gleichsetzungsverfahren

· Einsetzungsverfahren

· Additionsverfahren
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Beispiel: 


(I) 
[image: image96.wmf]a

  + b + c = 3

(II) 4
[image: image97.wmf]a

  – 2b + c = 0
(III) 9
[image: image98.wmf]a

  + 3b + c = -5

________________________
(II) – (I): 3
[image: image99.wmf]a

  – 3b = -3  │: 3

              
[image: image100.wmf]a

  – b     = -1  


(III) – (II): 5
[image: image101.wmf]a

  + 5b = -5 │: 5

                     
[image: image102.wmf]a

  + b     = -1



[image: image103.wmf]a

  = -1 + b


[image: image104.wmf]a

  = -1 – b  

→ -1 + b = -1 – b 

          2b = 0
                 b = 0
                                                                  L = 
[image: image105.wmf](
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[image: image106.wmf]a

  = -1                                                       Lösungstripel
In (I): -1 + 0 + c = 3    →  c = 4   

3.6. Gemeinsame Punkte von Funktionsgraphen
Für die gemeinsamen Punkte zweier Graphen G
[image: image107.wmf]f

 und G
[image: image108.wmf]g

 gilt:

G
[image: image109.wmf]f

 
[image: image110.wmf]Ç

  G
[image: image111.wmf]g

:                                        f(x) = g(x)

Man muss also die beiden Terme gleichsetzen und die entstehende Gleichung auflösen.
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